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Phương trình-Hệ phương trình-Bất đẳng thức có mối quan hệ chặt chẽ với nhau.Đây cũng chính là những 
phần quan trọng nhất của đại số.Nó thường xuyên xuất hiện trong kì thi tuyến sinh Đại Học (THPT QG) 
hay các kì thi HSG.Ta cần có những phương trình,hệ phương trình để dự đoán được điểm rơi của BĐT 
hay trong quá trình sáng tác một Bất đăng thức sẽ nảy sinh ra nhu câu tìm nghiệm của Phương trình-Hệ 
phương trình-Bất đẳng thức.Qua đấy có thể nói việc giải tốt PT-HPT là rất quan trọng.Nhiều bài toán về 
PT-HPT-BĐT là sự che dấu của một BĐT nào đó.Chúng ta cần phải linh hoạt khi sử dụng BĐT vào giải 
PT-HPT.VÌ nếu không dùng đúng thì sẽ dẫn đến kết quả không như mong muốn.Giải PT bằng phương 
pháp bằng đánh giá chính là một sự kết họp tuyệt vời giữa BĐT và PT 

Đã có rất nhiều tài liệu,sách viết về PT.Tuy vậy,những bài viết về Giải PT bằng phương pháp bằng đánh 
giá chưa đề cập toàn diện về như cách giải hay là phương pháp sáng tác.Vì vậy,trong tài liệu này sẽ đề đi 
sau vào cách giải PT bằng phương pháp đánh giá (Một trong những phương pháp hay và khó khi GPT) 

Hy vọng nó sẽ là tài liệu hay giúp cho các bạn hiểu rõ hon về Phương pháp này 

Trong tài liệu này sẽ có ba mục: 

Mục 1 :Nhắc lại một sổ BĐT hay dùng khi giải phương trình,phương pháp giải PT vô tỷ bằng phương 
pháp đánh giá 

Mục 2:Một số ví dụ và cách sáng tác phương trình bằng phương pháp đánh giá 
Mục 3: Tổng họp bài tập 

Sai sót là điều không thể tránh khỏi trong bài viết này,vì thế xin trân trọng đón nhận mọi sự góp ý và 
nhận xét của các bạn và thầy cô. 

Mọi ý kiến thắc mắc gửi vào gmail:xuanhung3 12000@gmail.com 
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Các thành viên tham gia viết chuyên đề 

Chủ biên:Đinh Xuân Hùng (Toán K57-THPT Chuyên Luơng Văn Tụy-Ninh Bình) 

Các thành viên tham gia viết chuyên đề: 

1. Nguyễn Khánh Truờng (Toán K57-THPT Chuyên Luơng Văn Tụy-Ninh Bình) 

2. Hoàng Trung Hiếu (Toán K57-THPT Chuyên Luong Văn Tụy-Ninh Bình) 

3. Vũ Minh Hạnh (Toán K57-THPT Chuyên Luông Văn Tụy-Ninh Bình) 

4. Tống Đức Khải (Toán K57-THPT Chuyên Luơng Văn Tụy-Ninh Bình) 

5. Nguyễn Thị Thu Trang(Toán K57-THPT Chuyên Luơng Văn Tụy-Ninh Bình) 

6. Bùi Thị Thùy Linh (Toán K57-THPT Chuyên Luơng Văn Tụy-Ninh Bình) 

7. Phạm Thị Phuơng Loan (Toán K57-THPT Chuyên Luơng Văn Tụy-Ninh Bình) 

8. Đào Thị Thanh Huyền (Toán K57-THPT Chuyên Luong Văn Tụy-Ninh Bình) 

9. Lê Anh Quang (Toán K57-THPT Chuyên Luong Văn Tụy-Ninh Bình) 

Xin cảm on cô Ngô Thị Hoa (Cô giáo chủ nhiệm Toán K57-THPT Chuyên Luông Văn Tụy-Ninh 
Bình) đã huớng dẫn cũng nhu các ví dụ về Phuong Pháp Giải PT bằng đánh giá.Cô chính là nguời 
khởi xuớng việc viết chuyên đề này. 


V Toán K57-THPT Chuyên Lương Văn Tụy-Ninh Bìnhv 
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II. Nhắc lại một số BĐT hay dùng khi giải phương trình,phương pháp giải PT vô tỷ bằng phương 
pháp đánh giá 

Các BĐT hay dùng 

[1] .Bất đẳng thức AM-GM 

Cho n số thực dương a x ,a 2 ,...,a n ta luôn có BĐT 

<3j + a 2 +... + a n > n.ĩỉỊã x .a 2 ...a n 
Dấu “=” xảy ra khi a x =a 2 =... = a n 

[2] .Bất đẳng thức Cauchy-Schwar (C-S) 

Cho 2 bộ số (<3; ;a 2 ;...;a n j và (ỏ! ;b 2 ;...;b n ) ta luôn có BĐT 

(ữị + ữ 2 +... + a 2 n )(bỉ + b 2 +... + b 2 ) > {ciịbị + a 2 b 2 +.... + ct n b n )~ 

Dấu “=” xảy ra khi = = __ = 

b { b 2 b n 

Một hệ quả của bất đẳng thức Cauchy-Schwar rất hay dùng: 

AỈ + ^2_ + | a l > (gi +a 2 +--- + a n Ỵ 

b x b 2 "" b n b x +b 2 +... + b n 

Với điều kiện b x ;b 2 ;...;b n là các sổ dương 
Dấu “=” xảy ra khi ụ = =... = 

b l b 2 b n 

[3] .Bất đẳng thức Minkowski (Hay còn gọi là phương pháp tọa độ) 

Cho 2 bộ số (<3; ;a 2 ;...;a n )vầ (b x ;b 2 ;...;b n ) ta luôn có BĐT 

y[õi +a 2 +■■■ + a] + -yj b ỉ + b 2 +-" + b n - yl( a 1 +^i) 2 +( ữ 2 +b i) +•— + («„ +b„) 


Dấu “=” xảy ra khi 


í/ị d 2 ^ n 

b \ b 2 b n 


[4].Bất đẳng thức Holder 

Vói m dãy sổ dương (a xx ;a X ' 2 ;...;a ln 


), (a 2 J \a 2 2 ữ 2n (ữ m l \a m 2 \..:,a 

/ \ f Ị— - 

n % a ij - ẾãTIa, 

b- 1 y V 1=1 V i=1 


) ta có 


Dấu “=” xảy ra khi m dãy đó tương ứng tỉ lệ.Bất đẳng thức Cauchy-Schwar là hệ quả trực tiếp của bất 












Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 

đắng thức Holder với m=2 

Với a,b,c,x,y,z,m,n,p là các số thực dương ta có:(a 3 + b 3 + c 3 \x 3 + y 3 + z 3 \m 3 +n 3 + p 3 )> (axm + byn + czp) 3 
Đây chính là hệ quả hay dùng của BĐTHolder khi m=3 

Phương pháp giải 


/0) = g(x) 


Thông thường ta sẽ đánh giá như sau 


< /O) > C(< C) ^ f(x) = g(x ) = c 


[g(x)<C(>C) 

Hoặc đánh giá trực tiếp f(x)> g(x);f(x)< g(x) 

Từ đó tìm dấu “=” xảy ra của đẳng thức (tức là giá trị của biến để thỏa mãn điều kiện xảy ra dấu bằng) 
Ngoài ra trong một số bài ta có thể sử dụng điều kiện của nghiệm để đánh giá 


Đôi khi tôi muốn hét to với cả thế giới rằng tôi mới may mắn làm sao khi tôi được làm bạn với bạn, 
nhưng đôi khi tôi muốn im lặng, sợ rằng ai đó sẽ đem bạn rời khỏi tôi. 

—Khuyết danh— 


Ở đâu đó có người đang mơ về nụ cười của bạn, ở đâu đó có người cảm thấy sự có mặt của bạn là 
đáng giá, vì vậy khi bạn đang cô đơn, buồn rầu và ủ rũ, hãy nhớ ràng có ai đó, ở đâu đó đang nghĩ về 
bạn. 

Somewhere there's someone who dreams ofyour smile, somewhere there's someone who fmdsyour 
presence worthwhiỉe, so whenyou are ỉonely, sad and blue, remember there is someone, somewhere 
thinking ofyou. 

—Khuyết danh— 


V Toán K57-THPT Chuyên Lương Văn Tụy-Ninh Bìnhv 
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III. Một số ví dụ và phát triển phương trình vô tỷ bằng phương pháp đánh giá 


Ví dụ l.Giải phương trình: Vx-4 + Vó-X = 2(1) 


Tập xác định[4;6] 

Bình luận: 

Đây là 1 bài toán có rất nhiều cách giải (Bình phương 2 vế,liến họp,...) nhưng ta thử trình bày bài toán 
qua phương pháp đánh giá xem sao? © 

Bài làm 

Áp dụng BĐT C-S cho bộ số (a/6-x;Vx- 4 ) và (1;1) ta có: 

(1 +1)(6 - X + X - 4) > (a/ó-x + a/x-4) 2 
Đăng thức xảy ra khi a/6-x = Vx-4 -»x-6 = x- 4-»x = 5 (TM) 

=> ụỏ-x + Vx- 4) 2 <4 mà a/ó-x + Vx-4 > 0 => Vó-X + Vx-4 < 2 .Dấu bằng xảy ra khi x=5(2) 

Từ (1)(2)=>X = 5 

Vậy x=5 

Nhận xét: 

Tại sao mình lại đưa bài toán này làm ví dụ đầu tiên?Vì mình muốn nói đến ưu điếm,nhược điếm của 
phương pháp đánh giá 

Ưu diễm: Cách giải nhanh,gọn nhẹ,không phải tính toán vất vả 

Nhươc diểm: Không như những phương pháp giải PT vô tỷ khác thì phương pháp đánh giá không phải 
bài nào cũng dùng được.Bạn nào không tỉnh táo để sử dụng thì chắc chắn dễn đến việc thiếu nghiệm 
hoặc không dẫn đến kết quả như mong đợi.“Trăm nghe không bằng một thấy” thử làm một bài PT tương 
tự Ví dụ 1 nào 

Giải phương trình: y/4-x + Vx + 1 = 3 

TXĐ [-1;4] 

Áp dụng BĐT C-S cho bộ số (a/4-x;Vx + i) và (1;1) ta có: Ụa-x + Vx + 1) 2 < (4-x + x + l)(l + l) 

Dấu bằng xảy ra khi a/4-x = Vx + 1 o X = 3 (TM) 

=> Ụn~x + VxTĩ) 2 <10^0< V4-x + V^+ĩ< Vĩõ?? 

Đến đây thì làm sao tiếp đây nhỉ?Vì cả 2 vế đều nhỏ hơn Vĩo và phương trình còn xót nghiêm x=0 nữa 
Đúng là cùng một dạng mà nếu bài nếu cũng dùng phương pháp đánh giá để giải sẽ dẫn đến việc không 
giải được hoặc thiếu nghiệm 


Chủ ý.-Dạng phương trình: ajx-m + byỊn-x = p (với a,b,m,n là các sổ bất kì).p có thể là một số cũng có 
thể p=f(x) 
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-Đầu tiên chúng ta dùng máy tính Casio (cách nhẩm thế nào chắc các bạn cũng biết nhỉ © ) để nhẩm 
nghiệm 

-Neu như PT có một nghiệm duy nhất thì chúng ta mới sử dụng phưong pháp đánh giá còn không mình 
khuyên các bạn đừng sử dụng nhé! 

-Cách làm: Tương tự VD1 


Ví dụ 2.Giải phương trình: Vó-X + ylx- 4 = X 2 -lOx + 27(1) 

TXĐ [4;6] 

Bình luận 

VD2 với VD1 đều có đặc điểm chung đó là cùng có (V 6-x + Vx-4) ở vế trái và đều có nghiệm duy nhất 
là 5.Nhưng bài này nếu dùng phương pháp bình phương hoặc liên họp thì PT ở VD2 chắc chắn sẽ khó xử 
lí hơn so với VD1 .Tại sao chúng ta không dùng phương pháp đánh giá nhỉ?(Dạng PT vừa nêu ở trên mà) 
Thử nhé! 

Bài làm 

Áp dụng BĐT C-S cho bộ số (a/6-x;a/x-4) và (1;1) ta có: 

(1 +1)(6-X + X-4) > (a/6-x + dx-4) 2 
Đắng thức xảy ra khi dó-x = y/x -4 <=>x-6 = x- 4<=>x = 5 ỢM) 

=> ịyỊ 6 — X + Vx- 4) 2 < 4 mà dó-x + a/x-4 > 0 => Vó-X + y/x-4 < 2 .Dấu bằng xảy ra khi x=5(2) 

Xét hiệu: X 2 -10x + 27-2 = (x-5) 2 > 0«-x 2 -10x + 27 > 2.Dấu bằng xảy ra khi x=5(3) 

Từ(l)(2)(3)^x = 5 
Vậy x=5 

Nhận xét:Đỏ chỉnh là một trong những ưu điếm khi sử dụng phương pháp đánh giả đê giải phương trình 
Vô tỷ 


Ví dụ 3.Giải phương trình: X 3 -llx 2 +3ÓX-18 = 4-t/27x-54 (1) 

ĐKXĐ: x>2 

Bình luận 

Phương trình này có số mũ 2 vế khá là to.Nhưng cái hay chính là phương trình này có nghiệm duy nhất 
là 5 và bên vế trái được tách thành 4• ^/3.3.3.(x-2) .Sao chúng ta không thử sử dụng BĐT AM-GM nhỉ? 

Bài làm 

Áp dụng BĐT AM-GM cho 4 số không âm 3;3;3 và (x-2) ta được: 

4-^/ 3 . 3 .3.(x-2) <x-2 + 3 + 3 + 3 = x —7 
Dấu “=” xảy ra khi khi 3 = dx-2 <=> x = 5(TM) 

=í> X + 7 > 4 • a/27x- 54 .Dấu “=” xảy ra khi x=5 (2) 

Xét hiệu:x 3 -llx 2 + 36x -18 - X - 7 = (x - 5) 2 (x -1) > OVx e TXĐ => X 3 -llx 2 +36x-18>x + 7 (3) 

Dấu “=” xảy ra khi x=5 
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Từ (1 )(2)(3) => X = 5 

Chủ ỷ: Cách sáng tác những PT dạng này: 

Ta sẽ xét hai BĐT có cùng dấu “=” xảy ra chẳng hạn khi x=3 và x> -1 ta có: 
V2 4 .2 4 .2 4 .(4 x + 4) < - + - + + ( — + 4) = .t +13 (1) 

Và X 3 -3x 2 -9x + 27 = (x-3) 2 (x + 3) > 0(2) 

Với X > -1 thì dấu “=” ở (1) và (2) cùng xảy ra khi và chỉ khi x=3. 

Từ(l)(2) và X 3 -3x 2 -9x + 27-(x + 13) = x 3 -3x 2 -8x + 40 ta đuợc bài toán sau: 

Ví dụ 3.1.Giải phương trình sau:x 3 -3x 2 - 8x + 40 = 8 • ịÍ4x + 4 (1) 

ĐKXĐ: X>-1 


Lời giải: 

Áp dụng BĐT AM-GM cho 4 số không âm 2 4 ;2 4 ;2 4 ;(4x + 4) ta được: 

V2 4 .2 4 .2 4 .(4j + 4) < 2< + 24 + + (4x + 4) = 1 +13 (2) 

Dấu “=” xảy ra khi 4x + 4 = 16 <=> X = 3(7717) 

Xét hiệu: X 3 -3x 2 -9x + 27-(x + 13) = x 3 -3x 2 -8x + 40 = (x-3) 2 (x + 3) > 0. 

=> X 3 - 3x 2 - 9x + 27 > X +13 .Dấu “=” xảy ra khi x=3(3) 

Từ(l)(2)=>jc = 3 
Vậy x=3 

Nhận xét: Với cách sảng tác trên chắc bạn cũng sáng tác được nhiều bài PT dạng này nhỉ © 


Ví dụ 4.Giải phương trình: V4x-1 + V 4x 2 -1 = 1 (1) 

ĐKXĐ: X > ị 
2 

Lời giải: 

Ta thấy X = ^ là một nghiệm của PT (1) 

1 , , ịyỈ4x-l > 1 Ị— -- /—-—- ____ 

Với X > ^ thì ị => a/4x-1 + a/4x 2 -1 > 1 (KTM) 

2 v4x 2 -1 > 0 

V 

Vậy x=^ 

Nhận xét 

Đây là một dạng PT rất hay gặp. Và cách giải chung của nỏ là dự đoán được nghiệm duy nhất rồi sau đỏ 
sử dụng phương pháp đánh giá đê giải 

Tống quát: X = x 0 là nghiệm duy nhất ta sẽ cần chứng minh vón X > x 0 hoặc X < x 0 đều không thỏa mãn.Đe 
Ta có thể đưa ra kết luận X = x 0 là nghiệm duy nhất 
Ví dụ tương tự: 

Ví dụ 4.1.Giải phương trình: ị/x + ỉ + ịlx + 2 + ịlx + 3 = 0 


TXĐ:D=R 
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Lời giải: 

Ta thấy x=-2 là nghiệm của phương trình 
Thật vậy: VT = V- 2 + 1 + ịl-2 + 2 + ự- 2 + 3 =0 = VP 


Với x>-2 => 1 


X + 1 < -1 

X + 2 < 0 => 
X + 3 < 1 


ựx + ĩ + Mx + 2 + Mx + 3 < -1 + 0 + 1 = 0 (KTM) 


ịx + ì > -1 


Với x<-2 => 


x + 2> 0 => VxTT + ịlx + 2 +ịlx + 3 >-l + 0 + l = 0 (KTM) 
x + 3 > 1 


Vậy x=-2 là nghiệm duy nhất của phương trình 


Ví dụ 4.2.Giải phương trình: -J3x 2 -7x + 3 -4x 2 -2 = yíỉx 2 -5x-ì --Jx 2 -3x + 4 (1) 


ĐKXĐ: 


3x 2 - Ix + 3 > 0 

X 2 -2>0 

3x 2 - 5x-l > 0 
X 2 -3x + 4>0 


X < -2 

_ 5 + V37 

X > ———— 


Chú ỷ:Đối với những bài mà ĐKXĐ khó giải thì tốt nhất không nên giải ra. Chỉ cần tìm được nghiệm rồi 
Thay lại là được 


Lời giải: 

PT (ỉ)^ - yí^C^2 = yíỉx^ĩx^ĩ - ^X^Ĩ^Xx^ĩ) 

Ta thấy x=2 là một nghiệm của PT (1) 

Với x>2 thì VT = V3x 2 -lx + 3 - Vx 2 -2 > ^3x 2 -5x-l - V* 2 -2-3(x-2) = VP(KTM) 


Với X<-2 thì VT = ^3x 2 -lx + 3 - Jx 2 -2 < yíỉx 2 -5x-l - sỊx 2 -2-30-2) = VP(KTM) 

Vậy x=2 là nghiệm duy nhất của phương trình 

Ví dụ 5.Giải phương trình: yfx — ĩ + X -3 - yỊ2(x-3) 2 +2x-2 (1) 

ĐKXĐ: X > 1 

Bình luận: Ý tưởng khai thác yếu tổ hình học ẩn chứa trong bài toán ở chỗ vế trái phương trình được cho 
dưới dạng dx-\. 1 + o -3). 1 từ đó giúp ta nhớ đến biếu thức tọa độ của tích vô hướng của hai vectơ trong 




Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


mặt phăng tọa độ Oxy 
Bài làm 


u = (x-3;Vx-l) 

Đặt < 

v = (l;l) 


= yl(x- 3) 2 +X-1 


A 9 —> —> 

Theo bât đăng thức: w. V < 


— > —» 

—» 

—> 

u .V < 

u 

V 


ta có: 


Jx^ĩ + (x-3)<^2(x-3) 2 + 2x - 2(2) 

Từ(l)(2)=>M.v = 


—» 

—> 

u 

V 


> —> —> —► —> 

Điêu này xảy ra khi và chỉ khi u;v cùng phương hay u = k. v(k > 0 ) 

■Jx -1 = k f 

Ị -- „ „ ịx>3 

x-3 = k <=>vx-l=x-3>0<=>< _ =>X = 5(TM) 

1 X 2 -7x + 10 = 0 

k > 0 1 


Vậy x=5 
Nhận xét 

Thực chất phương pháp trên cũng chỉ là BĐT Minkowski mà thôi. Tuy vậy bài toán trên trình bày với 
phương pháp tọa độ Oxy thì trông vừa đẹp vừa ngẳn.Neu bạn sử dụng BĐTMinkowski thì các bạn sẽ 
phải cỏ thêm bước chứng minh nhé © 

Xây dựng bài toán từ tính chất cực trị hình học 

Dùng tọa độ của vec-tơ 


VTrong mặt phang tọa độ Oxy.Cho các vec-tơ: u = (x ì ;y ì ),v = (x 2 ;y 2 ) khi đó ta có: 



— > —> 


—> 


-> 

• 

u+ V 

VI 

u 

+ 

V 


<=> a/( x 1 +v ) 2 + (ỹĩ+ yi) 2 ^ a/ x i 2 + yỉ + V x 2 + yl 


Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi hai vec-tơ u;v cùng hướng <=> — = — = k > 0 .Chú ý tỉ số phải dương 

x 2 y 2 

.Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi cosa = 1 <=> u TT V <» u = k.v(k > 0) 


—> —> 

—> 

—> 


—> 

—> 

• u.v = 

u 

V 

.cosa < 

u 

V 


Sử dụng tỉnh chất đặc biệt về tam giác 

• Nếu tam giác ABC là tam giác đều thì với mọi điểm M tùy ý trên mặt phẳng tam giác,ta luôn có 
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MA+MB+MC > OA + OB + oc với o là tâm của đường tròn.Dấu bằng xảy ra khi và chi khi M trùng o 
•Cho tam giác ABC có ba góc nhọn và một điếm M tùy ý trong mặt phang thì MA+MB+MC nhỏ nhất 
khi và chi khi điếm M nhìn các cạnh AB,AC,BC dưới cùng một góc 120° 

Đến đây chắc các bạn cũng tự sáng tác được nhiều bài GPT sử dụng tính chất cực trị hình học rồi nhỉ © 
Một số ví dụ tương tự: 

Ví dụ 5.1. Giải phương trình: ^2x 2 -2x + l + -y/ 2x 2 +(yỈ3 +l)x + l + ^2x 2 -(73-l)x + l = 3 

Bài làm 

TXĐ:D=R 

Phương trình (!)<=> Ặ2x- 1) 2 +1 2 + ^j(yÍ3x + 1) 2 +(x + l) 2 + ^(yÍ3x-ỉ) 2 +(x + l) 2 = 372(1) 


u = (1;1 - 2x) 


Chọn 


V = 


w = 


(yỈ3x + l;x +1) => u+ v+ w = (3;3) => 
(1 - Tĩx; X +1) 


u+ v+ w\ 


= 377 




—> 

1 

— > 


— > 

u+ v+ w 

VI 

u 

+ 

V 

+ 

w 


<=> ^Vhc^ĩỷ+ĩ 2 + VÃ/Ìx+Ĩ) 1 ^^!) 7 + > 377(2) 


Dấu “=” xảy ra khi u;v;w cùng hướng 

Từ(l)(2)=> u;v;w cùng hướng 

ỊTĨx + l = k.\ 

V = k.u 


3k,l > 0- 


Vậy x=0 


—> —» 

V = l.w 




X +1 = k(\ - 2x) 

Sx + \ = l(ì-Sx) 
X + 1 = l(x + 1) 


<»JC = 0(7M) 


Ví dụ ó.Giải phương trình: 13• 7x 2 -X 4 + 9• 7x 2 + x 4 = 16(1) (Đề thi Olympic Toán 30/04/2011) 


ĐKXĐ:-1<X<1 


Bài làm 


Ta có: 137x 2 -X 4 +9-Jx 2 +. 
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=9|xu/i+x 2 + I3ix|.vr; 


= 1 .3 .|x|.2a/i+x 2 + y .|x|.2. vrr 


< -[9x 2 + 4(l + x 2 )]+y [x 2 + 4(1-x 2 )] = 16 (BĐT AM-GM cho hai số dương) 


13 Vx 2 -X 4 + 9ylx 2 + x 4 < 16.Dấu “=” xảy khi 


[31x1 = 2 a/i + X 2 ,4 [4 

1 44 ^X 2 =J^X = ± j(TM)(2) 

■ị = 2jl-x 2 5 V5 


Từ(l)(2)=>* = ±-| 


Vậy phương trình có nghiệm 



Nhận xét 

Neu như các bạn đọc lời giải thì chắc hắn sẽ nghĩ bài toán này khá dễ.Đủng vậy mình cũng đồng ỷ với ỷ 
kiến của các bạn. Tuy nhiên quá trình tìm ra lời giải thì lại khác.Đây là quả trình khả khỏ và phải sử dụng 
đến các ân a; p đế tìm ra được lời giải hoàn chỉnh.Sau đây mình xin nếu ra ỷ tưởng khi làm bài này: 

Với mọi số dương a\p 


13 ylx 2 + X 4 = 13 .—.-Ja 2 x 2 (l-x 2 ) 
a 


< 


13(q -1K +13 
2 a 


9ylx 2 +x 4 = 9\.^p 2 x 2 (ì + x 2 ) < 9(yg2 +1) + 9 

J3 2 p 


_ Ị 2 , „4 , n / 2 ; ~i / 13(a -1) , 9(P +1) 2 u y 
\3~\l X +x +9VX +x íí -—-1-——— X + ——f —— 

2 í/ 2/ỉ J 2 í/ 2/1 

Để có điều cần chứng minh tức là VT < 16 thì ta cần chọn các số dương a,p sao cho 


2 .13 . 9 
\x + - -h ■ 


a 2 x 2 =l-x 2 
Ị3 2 x 2 = 1 + X 2 
13(a 2 -1) , 9{p 2 +1) 


2 a 

13 , 9 
2 a 2Ị3 


2P 


= 0 


1 

a = — 
2 

p = \ 
2 


Vậy là ta đã tìm được a\P .Khi đó chỉ cân thay a\Pvào là được (như lời giải bên trên). Các bạn cũng 
hoàn toàn có thể sáng tác được những PTgiải quyết theo bài toán này (những dạng PT được giải theo 
cách này thường rất hay và khó) 
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Ví dụ 7.Giải phương trình:4-Vx 2 -x + ìO-4^Í2^2x =x-7 + 8a/x-3 (1) 


ĐKXĐ: X < 1 
Bình luận 

PT trên là dạng PT căn lồng trong căn.Đối với dạng PT này cách tối ưu nhất là giải bằng phương pháp 
đánh giá. Vì hầu hết các phương pháp như bình phương, liên hợp, ấn phụ tối với bài này đều không được. 
Bình phương thì số mũ của PT sau khi bình phương mất hết căn là quá to.Liên hợp có thế giúp ta tìm 
được một nghiệm nhưng còn bên trong căn thì quá kho xử lý.Ấn phụ thì rất khỏ phát hiện đế tìm ra ấn 
phụ thích hợp. 

PT trên có nghiệm duy nhất x=-ỉ càng khiến cho ta tin rằng PT trên hoàn toàn được giải quyết bằng 
phương pháp đánh giá. Vậy thử nhẻ! 

Bài làm 

Áp dụng BĐT AM-GM cho hai số không âm V2-2x và 2 ta được: 

4 + 2 - 2x > 2 . 2 .V 2 — 2x 

Dấu “=” xảy ra khi 2 = V2-2x 

<e=> 4 = 2 - 2x 

<=> X = -\{TM) 

=> 4V2 - 2x < 6 - 2x 

<=> X 2 -x + 10-4a/2-2x > X 2 - x + 10-6 + 2x 
X 2 -X + 10-4-V2-2X > X 2 + X + 4 

4ylx 2 -x + ỈO-4yÍ2^2x > 4^x 2 +X + 4 .Dấu “=” xảy khi x=-l (2) 

Áp dụng BĐT AM-GM cho hai số không âm d3-x và 2 ta được: 

3 - X + 4 > 2.2.V3 -X 

Dấu “=” xảy ra khi 2 = V3-X «> X = -\(TM) 

=> 2(7 -x)> 8a/3 -X 

•e> X-7 + 2(7 -x) > X-7 + 8^/3 -X 

<» 7-x>x-7 + 8a/3-x -Dấu “=” xảy khi x=-l(3) 

Xét hiệu:16(x 2 +x + 4)-(7-x) 2 =15(x + l) 2 > O.Dấu “=” xảy khi x=-l 
=í> 16(x 2 + X + 4) > (7 -x) 2 mà 16(x 2 + X + 4) > 0;7 -X > 0 
=> 4Vx 2 +X + 4 > 7 - X.Dấu “=” xảy khi x=-1 (4) 

Từ(l)(2)(3)(4)=>x = -1 

Vậy phương trình có nghiệm duy nhất x=-l 
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Bài làm 

Áp dụng BĐT C-S ta có: 

( , _ r Y ( I \ 

VT 2 = 2 V 2 ■ —===== + Vx+T • —F== < (x + 9) —— —h —=(x + 9 ) = VP 2 

v a/x +1 "V X +1 y yl + x x + lj 

Dâu băng xảy khi = ' <» 2y2 = ' <» 8 = —— X = y-(TM) 

Vx+1 Vx vx X 7 

Vx+T 

, 1 

Vậy phương trình có nghiệm duy nhât X = Ỷ 

Ví dụ 9.Giải phương trình: 2x = Ậ + ^3 + ^3 + ^Jx + 3 

ĐKXĐ: X > -3 .Điêu kiện phương trình có nghiệm là x>0 

Bình luậniLạỉ là kiểu ‘căn lồng trong căn Và như đã nói phưong pháp tốt nhất đế giải loại PT này chỉnh 
là phương pháp đánh giá. Thử thôi! 

Bài làm 

Đặt a = ^ J^+^Vx + 3 thì ta có hệ phương trình 

2 x = 

< 

2a = 

Giả sử X> a => 2x> 2a => .^3 + ^ J3 + a > ^3 + ^ yỈ3 + x .Mà f(t) = J 3 + ^ V 3+7 là hàm đồng biến trên (0;+co) 

nên suy ra a> X => a = X .Hay 2x = 

Đặt b = ^ J3 + X ta có hệ phương trình 

2x = y/3 + b 
2 b = yỈ3 + x 

Giả sử X > ỗ => j3 + b > V 3 + x => b> X 
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=>b = X 

Hay 2x = d 3 + x 
<=> 4x 2 -x — 3 = 0 


X = 1 (TM) 


<=> 


x = -^(KTM) 


Vậy phương trình có nghiệm duy nhất X=1 


Ví dụ lO.Giải phương trình: V2x 2 -1 + Vx 2 -3x + 2 = J2x 2 +2x + 3 + yíx 2 -x + 6 


Bình luận:Đối với bài này ta sử dụng một đánh giả rất ít gặp 
+ Jg(x) = ylf(x ) + a.h(x) + Jg(x) + b.hịx) 


\m> 0 


<=> { 


g(x) > 0 


h(x) = 0 


Với mọi số a,b dương 


Bài làm 


Biến đổi phương trình thành: ^2x 2 -1 + ylx 2 -3x + 2 = 7 2x 2 - l + 2 (x + 2) + yịx 2 -3x + 2 + 2(x + 2 ) 

2 x 2 -1>0 

X 2 -3x + 2>0=>x = -2 
2 (x + 2) = 0 


Sử dụng đánh giá trên ta có 


Thử lại x=-2 là nghiệm của phương trình 
Vậy phương trình có nghiệm duy nhất x=-2 


Đỏ là một số Ví dụ đế làm rõ phương pháp đánh giá khi giải phương trình vô tỷ.Hy vọng những vỉ dụ 
trên phần nào giúp các bạn cỏ thế hiếu và vận dụng được phương pháp đánh giá khi giải phương trình. 
Đe các bạn có thế nắm rõ cũng như luyện kĩ năng thì mình xin được nêu ra một so Bài tập và các lời 
giải tóm tắt 


"Nhân cách của người thầy là sức mạnh có ảnh hưởng to lón đối với học sinh, sức mạnh đó không thể 
thay thế bằng bất kỳ cuốn sách giáo khoa nào, bất kỳ câu chuyện châm ngôn đạo đức, bất kỳ một hệ 
thống khen thưởng hay trách phạt nào khác." 

— Usinxki— 


VToán K57-THPT Chuyên Lương Văn Tụy V 




















IV.Bài tập và lòi giải tóm tắt 
Giải các phương trình sau: 

Y)\jx — 2 + Vố-x = \fx 2 — 8x+~24 

2) 16x 4 + 5 = 6^/4x 2 +x 

3) ,1——V + 8 = 2x 2 +2^2x-l 
V X +1 

4) \jỉ + yỈ2x—x z + \jỉ — yj2x—x 2 = 2(x-l) 4 .(2x 2 -4x + l) 


5) \j3x 2 -1 + Vx 2 -X -x-v/x 2 +1 =— -ỹ= 

2v2 


6). X 3 -3x 2 -8x + 40-8^4x + 4 = 0 


7) 2-ịllx 2 +24x + y =1 + jyX + 6 


(7x 2 -x + 4) 


8) XyỊy-\+2yyỊx-\ = ^Ẹ- 
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9) Vx + X — 1 + v-x 2 + X + 1 = X 2 - X + 2 

10) 7— + ^ +1 = V^X^-X^KXH-T 

2 2 

11) x 2 - a/2-x 4 =x 4 -x 3 

12) Vx-1 + a/x + 8 = -X 3 +1 

13) ựx 2 +28 + 2 3 Vx 2 + 23 + -/x--ĩ + Vx = 42 + 9 

14) V-x 2 + 3x - 2 + >/x +1 = >/2 



16)Tìm nghiệm nguyên dương của PT sau: 


111 1 V4-X+4 

1.2 2.3 3.4 x.(x + l) sỊA-x + 5 
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17) ựx 2 -2=V2-x 3 

18) 3 Vx 3 + 5x 2 +ỉ4x + 9-x = 2Ụx 2 - 2x -1 +1 j 

19) yị4x-l +y/8x-3 = 4x 4 -3x 2 + 5x 

20) >/ x~ + 2x +1 + a/x^ + 4x + 4 + y/X + ốx + 9 + a/x"~ +16x + 64 = 8 

21) l + yỊĨ+Tx =3 

22) 8 * 2+ JB 

23) >/x = ^- + 2x 

8 

24) X 2 4- 2x + 4 = 3 a/x 3 +4x 

25) V5-X 6 -\j3x 4 -2=1 

26) \Ịx 2 -4x + 9 + a/x 2 +4x + 9 = ^- + 6 

27) V-x 2 +4.X+12- V-r +2x+ĩ = JĨ-x 2 

28) V X 2 + X + yỊx-X 2 = X +1 

29) Vx 2 +2x + V2x-1 = V3x 2 +4x + l 

30) ^25x(2x 2 +9) =4x + - 

X 

31) >/l-x-2x 2 =1-^ 

32) X + VĨ^ Ĩ = 1-V5^ Ĩ 

33) ^2x 2 - 1 + X\/ 2x -1 = 2x 2 

34) Vx- Vx 2 -x + l-x 3 +3x-2 = 0 

35) >/x + 2 + 'v/x + X + 2 = 2x + V2x + 1 
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36) — + y^~ - - ^+71 - X 
3 + ^x 

37) yịĩ—x* + ./2--Ụ = 4-(x+— ) 

V X" X 

Lòi giải Tóm tắt 

1 )_ 

ĐKXĐ: 2<x<6 

Áp dụng bất đẳng thức Bunhia copxki ta có: 

ịy/x-2 +y/ó-xỴ <2(x-2 + 6-x) = 8 
-> VT 2 < 8 


Mà VT >0^VT< 2^2 (1) 

Ta có X 2 -8x + 24 = (x-4) 2 +8>8 
~^VP 2 > 8 

Mà VP > 0 -> VP > 2^2 (2) 


Từ (l)và(2) => VT = VP = 2yÍ2 <=> 


*Jx-2 = 76-. 


<=> X = 4 


- 6 - 4 ) =0 

Vậy x=4 là nghiệm duy nhất của phưong trình đã cho. 


(thỏa mãn ĐKXĐ) 


2 ) 


Ta có 16 X 4 + 5 >0 Vx 
Nên từ (1) => x> 0 

Áp dụng bất đẳng thức Cauchuy ta có: 

16 X 4 + 5 = 3 ự2.4x(4x 2 + 1) < 2 + 4x + 4x 2 + 1 

<=> 16 X 4 + 5 - 4x 2 -4x -3 < 0 

<=> 16 X 4 - 4x 2 -4x +2 <0 

(2x -1) 2 (2x 2 + 2x +1) < 0 

<=> 2x -1 = 0 X = - (thỏa mãn x> 0) 

3) 

ĐKXĐ : x> ị 
2 

Ta thấy X =2 là nghiệm của phương trình (1) 

Ta sẽ chứng minh đây là nghiệm duy nhất. 
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Pt(l)<=> l + ——- +8 = 2x 2 + yỊĩx — ĩ 
V x + l 

* Nếu X >2 thì —^—(2 
x +1 

=> Jl + -^- + 8<>/3+8 
V x + 1 

=^VT<>/3 + 8 (2) 

2x 2 + >/2x-l > 2.2 2 + >/2.2-1 = >/3 + 8 
=^TP>>/3+8 (3) 

Từ (2) và (3)=> Vô lý. 

*Nếu ^<x<2 thì VT >>/3 + 8; VP< >/ 3 + 8 ^ Vô lý. 
Vậy X = 2 là nghiệm duy nhất của phuong trình đã cho. 


4) 

a/i + VÌx-x 2 +\jỉ-\Ỉ2x-x 2 = 2(x-l) 4 .(2x 2 -4x + l) (1) 

ĐKXĐ: 0<x<2 

Đặt t — (x -l) 2 => 0 < t < 1 

Phuơng trình (1) trở thảnh: 

>/i+>/n7+>/i->/n 7 = 2í 2 (2í-l) (2) 

Từ (2)^2t-l>0ot>ị 

Bình phuơng 2 vế của (2) ta đuợc: 
i+>/r : 7+i->/ĩ :: 7+2^(i+>/r7)(i->/ĩ^7) = 4rì(2í-i) 2 

oJt + l = 2t 4 (2t-l) 2 

°N+r 2(2í 1)2 (3) 

Vìt<l nên -4 + -4 t - 2 

t 4tt 2 

Ta có: (4) 

=>0<2í—1<1 
=> (2í-l) 2 < 1 

=>2(2í-1) 2 <2 (5) 

Từ(3), (4), (5) =*f = l 

=> (x-l) 2 =1 

<=>x = 2 (thỏa mãn ĐKXĐ) 


5 ) 
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yịĩx 1 -1 + V* 7 -X -x^Ịx 2 +1 = 1 (7x 2 -x + 4) d) 

2V2 


ĐKXĐ 


X>1 

X <-^ 

>/3 


Áp dụng bất đăng thức Bunhiacopxki ta có: 
(^3x 2 -l+4. 


X —X—Xy 


A ÍT^Ĩ) 2 < (2 + x 2 )(3x 2 -1 +x 2 -x+x 2 +1) 
= (2+ x 2 )(5x 2 -x) 

=> VT 2 > 0 => VT < Ặ 2 + X 2 )(5x 2 - x) (2) 

Áp dụng bất đẳng thức Cauchy ta có: 

(7x 2 -X + 4) = (5x 2 - X +(x 2 +2).2)>2^ 2+ x 2 ).2.(5x 2 -x) 

=> -j=Ợx 2 -x + 4)>Ặ 2+ x 2 )(5x 2 -x) 


VP >ự(2+ x 2 )(5x 2 -x) 


(3) 


Từ (2) và (3) => VT = VP <=> 


\j3x° -1 = yjx 2 -X = 


\lx 2 +7 


(5x 2 -x) = 2(x 2 +2) 


<=> X = -1 

Vậy X = -1 là nghiệm duy nhất của phương trình đã cho 


ĐKXĐ x> -1 

<=> X 3 - 3x 2 - 8x + 40 = 8^/4x + 4 
Áp dụng bất đẳng thức Cauchy ta có. 

8^/4x + 4 = 4^4.4.4(x + 1) <x + 1 + 4 + 4 + 4 = x + 13 
=> X 3 -3x 2 -8x+40-x-13 < 0 
<=> X 3 - 3x 2 - 9x + 27 < 0 
<»(x-3) 2 (x-3)<0 

<=> (x-3) 2 <0 ( do x+3> 0 Vx>-1) 

<=> X -3 = 0 

<=> X = 3 (thỏa mãn ĐKXĐ) 

Vậy X =3 là nghiệm duy nhất của phương trình đã cho. 


24 27x 2 +24x + ^ =1 + . ^x + 6 (điều kiện : 27x 2 +24x + ^> Ovà ^-x + 6>0) 
V 3 V 2 3 2 


7 ) 
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<=>2í, 


'81x 2 + 72x + 28 


= 1 + , 


/3(9x + 4) 




í(9x + 4) 2 


+ 4=1 + , 


3(9x + 4) 


Điều kiện: 9x + 4>0ox>-- 

9 

Đặt 9x + 4 = y > 0 .Khi đó (1) trở thành; 

1 + 


2ý — + 4=1 + , 


<=> 2. —h 4 — 1H—f—+ hó v 

V 3 2 v - 


.3 V 2 

Sử dụng bất đẳng thức cô si ta được: 

6 + y 




< 


4 + 4 < 2y + 4 <=> 4( Y + 4) < (y + 2) 2 <=> ( - V 3 ỏ)2 


>0 


Ta lại có (y- 6) 2 > 0nên y-6 = 0<í=>y = 6 

v _4 2 Ằ Ằ 

Từ đó X =- = - thỏa mãn điêu kiện ban đâu 
9 9 

. 2 ,, 

Thử lại x = ọ là nghiệm của phưong trình đã cho 

, 2 

Vậy phương trình đã cho có nghiệm duy nhât là X = ^ 


8 ) 

xJy - I + 2yyjx-ỉ = ĐK Ị' 1 

v ‘ • 2 [x>l 

2x4 y — 1 + 4y Vx-T = 3xy 

■w> xy - 2xyjy — 1 + 2x_y - 4y Vx-T = 0 

<=> X íy - 2 yịy - 1) + 2y (x - 2>/x - 1 j = 0 

<=> xịyfỹ-ĩ -lj +2v^Vx-ĩ-lj =0 (1) 

Do x>l=>xỊy.y-l-l) 2 >0 Dấu “=” xảy ra khi y = 2 

y > 1 => 2yỤx-ì -l) > 0 Dấu bằng xảy ra khi X = 2 
Vậy nghiệm của PT là x=y=2 


9 ) 


Vx“ + X — 1 + X 2 + X + 1 
\/x~ + X — 1 + y[—x~ + X + 1 


= X 2 - X + 2 



Ta có ĐK: 


Jx 2 +x-l>0 
Ị-x 2 + X +1ÌÌ 0 
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Khi đó áp dụng: \fã < 


a + 1 


' = " khi a = \ 


Ta co: 'Ị X ~ + X — 1 + •v/ - X + X + 1 ^ 


X 2 +X-1 -X 2 + X + 1 


=>\/x 2 +X-1 + yỊ—} 

Mặt khác: 


X —x + 2—^x + l) + x —2x + l 

= (x + l) + (x-l) 2 >x + 1 


Vậy 


yj x“ + X — 1 + y[—x + X +1 — X 2 —x + 2 — x + 1 
|x 2 +x-l =1 

! -X 2 + X + 1 = 1 X = 1 


<=>í 


[(x-1) 2 =1 

Vậy X=1 là nghiệm của phương trình 


10 ) 

X 2 X , rr~^ “7 

——h — + l = \/2x —X +X + 1 

2 ỉ . - (!) 

<=> 2^- + 2 + l = yj(x 2 - x + l)(2x + l) 

Ta có X 2 - X + 1 > 0 với mọi X suy ra ĐK x>y 

Áp dụng BĐT cho hai số X 2 - X + 1 > 0; 2x + 1 > 0 

Ta cỏ: J7-x + l)(2x + l)< x2 ~ x+ y 2j + 1 =ỳ + ^ + l 
\ 2 2 2 

Dấu “=” xảy ra <7> X 2 - X + 1 = 2x +1 

<=> X 2 - 3x = 0 <7> X = 0 ™ hoặc x=3 ™ 

Vậy s= {0;3} 

11 ) 

X 2 V2-X 4 -1 = X 4 -X 3 (ĐK : X 4 < 2) 

<=> X 2 ■ ( 'ị/2-x 4 + xỊ= 1 + X 4 ( X ^ 0 ) 

<=> V2-X 4 +x = “V + x 2 

X 

1 9 , , 9 I 

Tacã:-V + X 2 >2 Dâu băng xảy 77 X 2 =-V 77X 2 =1 (1) 

X X 

Mặt khác: 1^2 — X 4 +xj" < (l 2 + 1 2 )(a/2 — X 4 +x 2 j 

Ị 4 a/2-x 4 + X j < 4 ỊV 2 -X 4 +x 2 j < 4.2(2-x 4 +x 4 ) = 16 

=> ^2-x 2 +x< >/Ĩ6^ = 2 
Dấu “=” xảy khi X = 1 


( 2 ) 
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Từ (1)(2)=>X = 1 

12 ) 


\l X — 1 + \Ị X + 8 — —X 3 +1 

Giải : Nhận thấy x=0 là một nghiệm của phương trình 
+Nếu x<0 thì ịịx-l < -1 ;\Jx + 8 < 2;-x 3 +1 > 1 

Vậy VP <1; VT>1 nên phương trình vô nghiệm . 

+ Nếu x>0 thì VP<1; VT>1 nên phương trình vô nghiệm. 
Vậy x=0 là nghiệm duy nhất của phương trình 
I 

ự* 2 + 28 + 2\Jx 2 + 23 + 4ĩc-ĩ + a/x = V2 + 9 

Hướng dẫn : TXĐ: x> 1 
Nhận thấy x=2 là nghiệm 
Dễ thấy: 1 < x<2 thì phương trình vô nghiệm 
x>2 phương trình vô nghiệm 
Vậy x=2 là nghiệm duy nhất của PT 


14) 


Giải phương trình: V-* 2 + 3x - 2 + VxTT = 4Ĩ 
HD:ĐK:xe[l;2] (1) 

PT V-x 2 +3x-2 = yỊĨ-4x + ĩ (2) 

Từ (2) ta có: 

— sjx + 1 Ìì 0 
<=> y/x + 1 < 


15 ) 


<=> X < 1 (3) 

Từ (1) và (3) Ta có X = 1 thế vào (2) thoả mãn. 
Vậy X = 1 


, , 3 

HD: ĐK: X < 2. Bctng Cctch thư, tci thây X — lct nghiọm cun phương trinh. 
Ta cần chứng minh đó là nghiệm duy nhất. 


Thật vậy:Với X < ^ : 


'3 - X 


< 2 và 


2 -x 


<4 


'3-x V2-X 


<6. 


Tương tự với ^ < X < 2: }jj— + > 6 

Vậy x=3/2 là nghiệm duy nhất của phương trình 
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16) 

HD:ĐK: x<4 (1) 

Ta có: 1 —^— = 1 - ——— — 
x+1 V4-X + 5 

\[ Ã--X = x-4 (*) 

Ta có: VP(*) = x-4>0=>x>4 (2) 

Từ (1) và (2) ta có:x = 4 là nghiệm duy nhất. 

17) 

HD: ĐKXĐ: X < ịíĩ 


Giả sử X là nghiệm của phương trình.Khi đó: X 2 - 2 > 0 <» \' ^ 

[x < -V2 

Do đó: x<-yfĩ 

Mũ 6 hai vế của PT ta được: X 9 - 6x 6 + X 4 + I2x 3 - 4x 2 - 4 = 0 
VT = X 9 -x 4 (6x 2 - 1) +12 3 - 4x 2 - 4 < 0 = FP(Vx < —4Ĩ) =í> PTVN 


19) 

HD: ĐKXĐ:x> ị 

, 8 

Áp dụng bất đẳng thức Cauchy ta có: 

[— —7 4x-l + l - 

v4x -1 < --— = 2x 

2 

^3 8 í -3 + Ị+Ị+Ị = 

4 

=> V4x-1 + y/Sx-3 < 4x 
=> 4x 4 - 3x 2 +5x < 4x 
<=> 4x 4 - 3x 2 +x <0 
<75- x(x + l)(2x -1) 2 < 0 

<»(2x-l) 2 < 0 (do x(x+l)>0 Vx>j| 

2 x- 1= 0 


<=> 



Vậy phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X 


1 

2 


20 ) 

Ta co: \fx + 2 x +1 + \/ x~ + 4x + 4 + yịx" + 6x + 9 + \/x +16x + 64 = 8 

‘ÍT’ |x +1| + |x + 2| + |x + 3| + |x + 4| = 8 

CÓ: 

|x + 1| + |x + 2| + |x + 3| + |x + 4| > -X- 1 -x-2+x+3+x+8=8 
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-x-1 > 0 fx<-l 

rvÁ »_ 95 1 -x-2>0 x<-2 

Dâu = xảy ra <=> { <» < 

.V • 3 > 0 x>-3 


x + 8 > 0 


X > -8 


■»-3 < x< -2 

Vậy nghiệm của phương trình là : 
s={x| -3 <x< -2 } 

I 

ỉ + \fỹ+Jx =3 (ĐKXĐ: x>0 ) 

+Dễ thấy X=1 là một nghiệm của phương trình 
+xét X>1 

Xa co X + ^3 + 'v/x ^ 1 + x /3 + 'v/x — 3 
+xét X<1 

Xa co X + "\/3 + Vĩ ^1 + x /3 + Vĩ = 3 

Vậy phương trình đã cho có nghiệm là X=1 


8x 2 +. Ịĩ = J (điều kiện: x>0) 
1 X 5 

„ 0 ÍT 2 


8x + fx 5 

8 x 2 + Jĩ=8x 2 + ịJĩ + iJĩ + iJĩ + iJĩ 
\x 4)1 X 4)1 X 4 )lx 4 V X 

^ / 2 1 /rm r j2 3 2 1 2 

>55 8x 2 .-^-. =55 ^-x 2 .-y 

V 4 4 V X X X X V 2 S X 2 5 


1 „ 1 1 <=>-{„ , 1 <=> •< 5 1 <=> X = - 

8 x 2 =ịj- 32 2 .x 4 = — x 5 =-^ 4 

[ 4)1 X l X [ 4 5 

X 1 

Xhử lại thây X = - thỏa mãn phương trình đã cho 
Vậy phương trình đã cho có nghiệm là X = ^ 


y/x =- + 2x (điều kiện : X > 0 ) 

Áp dụng bất đẳng thức cô-si ta được: 

111 - 
-5 —+—+—+ 8x 

ỉ + 2.r =2_L2-> 

8 , 4 

Dấu “=”xảy ra khi và chỉ khi 

X > 0 

< _ I ox = ~— 

8x = ị 16 

l 2 
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Thử lại: X = — thỏa mãn 
16 

, \ 

Vậy phương trình đã cho có nghiệm duy nhât X = -2- 

16 


24 ) 

x 2 +2x + 4 = 3>/x 2 ~+4x(điều kiệnx>0) 

Áp dụng bất đẳng thức cô-si ta được: 

= +4) <ị 4 x+ f +4 = 

2 y 2 2 4 

Suy ra:-—<-—— ^(x-2ý <0 

J 3 4 

Ta lại có (x-2) 2 >0,Vx nênx-2 = 0<^>x = 2 

Thử lại X = 2 là nghiệm của phương trình 

Vậy phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X = 2 


25 ) 


yj5-x 6 ~^3x 4 —2 = l(điều kiện: 3x 4 -2>0 và 5-x 6 >0) 
«W5-X 6 =^/3x 4 -2+1 


+dễ thấy với |x| = 1 thì 


X = 1 


(thỏa mãn điều kiện của ẩn) 


X = -1 

+nếu |x| > 1 thì 0 < 5-x 6 <4<=>0<^5-x 6 <2 


Và 3x 4 -2>l^fc 4 -2 >1 
Do đó: V5-X 6 < yj3x 4 - 2+1 
+nếu |x| < 1 thì 5 -X 6 >4<=> ^5-x 6 > 2 


Và 0 < 3x 4 -2 < 1 <=> 0 < \/3x 4 - 2 < 1 
Do đó: a/5-x 6 >-ự3x 4 - 2 + 1 

Vậy phương trình đã cho có nghiệm là X, = 1 vàx 2 = -1 


26) 


Vx 2 -4x + 9 + Vx 2 +4x + 9 = ^- + 6 (điều kiện: Vx € 
Áp dụng bất đẳng thức cô-si ta có: 


^9(x 2 +4x + 9) < 


9 + X + 4x + 9 


<=> Vx 2 +4x + 9 < 


9 + x +4x + 9 


Dấu “=” xảy ra khi và chỉ khi: X 2 + 4x + 9 = 9 <=> 


6 

X = 0 

X = -4 


Tương tự ta cũng có: Vx 2 -4x + 9 < 


9 + X - 4x + 9 


Dấu’xảy ra khi và chỉ khi: X 2 - 4x + 9 = 9 <=> 


X = 0 

X = 4 
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Do đó: Vx^4x + 9 + VjrT4x + 9 < ^ + 6 

3 

Dấu’xảy ra khi và chỉ khi X = 0 

Vậy phương trình đã cho có nghiệm duy nhất là X = 0 


27 ) 


28 ) 


V-x 2 +4x+12 - \Ị-X 2 + 2x+3 = S-X 2 (điều kiện: -X 2 + 4x +12 > 0 và -X 2 + 2x + 3 > 0 ) 
Ta thấy: -X 2 + 4x +12 - (-X 2 + 2x + 3) = 2x + 9 > 0 

Nên (V-x 2 + 4x +12 - V-x 2 + 2x + 3 ) 2 

= -X 2 + 4x +12 + (-X 2 + 2x + 3) - 2^J(-X 2 + 4x + 12)(-x 2 + 2x + 3) 

= — (x + 2)(x - 6) + (3 - x)(x +1) - 2yj(3 - x)(x + l)(x + 2)(6 - x) 

= (x +1)(6 - x) + (x + 2)(3 - x) - 2yj(3 - x)(x + l)(x + 2)(6 - x) + 3 

= (Ậx + 1)(6 - x) - Ậx + 2)(3 - x)) 2 + 3 > 3 

=> \Ị-X 2 + 4x +12 - V“X 2 + 2x + 3 > sỊ3 
Lại cỏ\yỊĨ - X 2 < yỊĨ 
Do đo ị \Ị—X~ + 4x+12— \j—x~ +2x+3 = ■v/s — X 
^ị(Ậx + ì)(6-x)-Ậx + 2)(3-x)ý =0 
Ịx = 0 

<=> X = 0 

Vậy phương trình đã cho có nghiệm là X = 0 

Vx 2 +X + Vx-X 2 =x+l(điều kiện: X 2 + x> 0 và x-x 2 >0hay 0<X<1) 

1 1 Ấ, it r 'V • i -4- . 


V X + X + V X—X = x + uuieu Kiẹn: X 
Áp dụng bất đẳng thức cô- si ta được: 

/, , 2 7 . 1 + x“ + X 

Vl.(x 2 +x)< 


a/(x-x 2 ).1 


< 


1 + X — X 


Suy ra: Vx 2 +X + Vx-X 2 <x+l 
Dấu “=” xảy ra khi và chỉ khi: 

Vậy phương trình đã cho vô nghiệm 


. X 2 + x = l 

là hệ vô nghiệm 

X - X 2 = 1 



Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


29 ) 


\lx 2 + 2x + yj2x-l = 73x 2 +4x + \ (điều kiện: 


2 

X < -2 ) 
x> 0 


X<-1 
^ 1 
LL 3 

Áp dụng bất đẳng thức Cauchy-Schwars(hay bu-nhi-a) ta được: 
\fx.\fx ~+2 +1 ,yj2x-l < 7(v + l)((x + 2) + 2x -1) 

\fx.yfx+2 + 1 .sịĩx — ĩ < 7(x + l)(3x +1) 

<=> \fx.yfx+2 + 1 .yỊĩx — ĩ < yỊ(x + 1 )(3x + 1) 


Dấu”=”xảy ra khi và chỉ khi: sỊx.sỊx + 2 = 1 ,72x-l <=>2x 2 -x = x + 2<=> 



Ta chỉ thấy X = —là thỏa mãn phương trình đã cho 
Vậy phương trình đã cho có nghiệm là X = 1+ y^ 


30 ) 

ịl25x(2x 2 + 9) = 4x + - (điều kiện: X * 0 ) 

X 

<=> ịj25x 4 (2x 2 + 9) = 4x 2 + 3 

<=> 3^/25x 4 (2x 2 +9) = 5x 2 + 5x 2 + 2x 2 + 9 

Áp dụng bất đẳng thức cô-si ta được: 

5x 2 + 5x 2 + (2x 2 + 9) > 3ự25x 4 (2x 2 +9) 

Dấu”=”xảy ra khi và chỉ khi: 5x 2 = 2x 2 + 9 <=> X = ±73 
Thử lại thấy X = ±73 là nghiệm của phương trình đã cho 
Vậy phương trình đã cho có nghiệm là Xj = 73 vàx 2 = -73 

31 ) _ 

7l-x-2x 2 =l-^(điềukiện:l-x-2x 2 >0) 


Ta có 1-x-2x 2 >0 <^(x + 1)(1-2x)>0<^-1<x<^ 

Áp dụng bất đẳng thức cô-si ta được: 


X r —y _ X 
— ± 7l — V — 2x < — + 
2 2 


1 + 1-X-2X 2 


= 1-X 2 <1 


2 



Dâu”=” xảy ra khi và chỉ khi X = 0 

Thử lại X = 0 là nghiệm của phương trình đã cho 

Vậy phương trình đã cho có nghiệm là x=0 
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32 ) 

x+Vl-v 2 = l-\/5-x 2 (điều kiện :|x|<l) 

Từ điều kiện của ẩn ta có thể thấy: 

x + ylỉ-x 2 >-l>l-V5-X 2 

Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi X = -1 


33 ) 


34 ) 


35 ) 


V2x 2 -l+xV2x-l = 2x 2 ( điều kiện : X > -^ ) 

v2 

ta thấy X = 0 không là nghiệm của phương trình đã cho nên chia cả hai vế cho X 

tađưạc^p + ^ELí 

X X 

J2x 2 -1 i 

lại có _— < 1 dâu đăng thức xảy ra khi và chỉ khi X = 1 

X 

——— < 1 dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi X = 1 

X 

Dó đõ ^ 2x 2 - + ^ 2x - < 2 dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi X = 1 

X X 

Ta thấy X = 1 thỏa mãn phương trình đã cho 
Vậy phương trình đã cho có một nghiệm là X = 1 

\íx -Vv 2 -X +1 -X 3 + 3x- 2 = 0 (điều kiện: x> 0 ) 

x-(x 2 -x + l) n2 ,. , n n 

<^> ' r ' -(x-1) (x + l) = 0 

<=. —- (X - 1 ) ! (x + 1)=0 

o = + U-l> 2 (j: + l) = 0 

Vx + vx -x + ì 

Từ điều kiện xác định suy ra: — (x =L +(x-1) 2 (x + 1) > 0 

vx + \Jx 2 — X +1 

Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi X = 1 
Ta thấy X=1 thỏa mãn phương trình đã cho 
Vậy phương trình đã cho có một nghiệm là X = 1 


\[x+2 + Vx 2 +x+~2 =2x + yịĩx + ĩ (điều kiện x> 


-1 

2 


) 
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<=> \Ịx + 2 -sỊlx + l =2x-yjx 1 +X + 2 
Ỉ-X _ 4x 2 -x 2 -x-2 

y/x + 2 + \Ỉ2x +1 2x + \lx 2 + X+ 2 
1-x _ (x-l)(3x + 2) 

Vx + 2 + \j2x +1 2x + \/x 2 + x + 2 

Từ điều kiện của ẩnx> ta có 2X+Vx 2 +X+2 >0 

2 

Ta xét các trường họp : 

Thl: < X < 1 thì ta có : . ị——r > 0 > —— -!==== 

2 Vx + 2+y2x + l 2x + \lx 2 +x + 2 

Th2: X = 1 thay vào phương trình đã cho thỏa mãn 

Th3: X > 1 thì ta có: —— V - —- < 0 < — — l .^ 3x =L 

Vx + 2+v2x + l 2x + \x 2 +x + 2 

Vậy phương trình đã cho có nghiệm là X = 1 

Hãy thử làm một ý tương tự như trên 

a/x+T + Vx + 8 = 3x + sj2x 


36 ) 


= Vx + Vl-X (điềư kiện:l>x>0) 

3 + VI ~x 

2 + Jx r- 

Dễ dàng chứng minh được: —r = < 1 < Vx + Ạ-x 

3 + Vl — X 

Dấu đắng thức xảy ra khi và chỉ khi X = 1 (thỏa mãn phương trình đã cho) 
Vậy phương trình đã cho có nghiệm là X = 1 


37 ) 


V 2 -X 2 + /2--^ = 4 - (x + —) (điều kiện: 2-x 2 >0 và 2--^>0) 

V X X X 

Dùng bất đẳng thức bunhiacopski dễ dàng chứng minh được: 

x + V 2 -X 2 <2 


Và - + „ 2-X<2 


X 

■ x + 


V 2 -X 2 +- + .Ì2-^J<4 
X V X 


Dấu”=” xảy ra khi và chỉ khi: 


X 


= 2T- 


X" 


- = J2-Ar 


<=> X = 1 (thỏa mãn phương trình đã cho) 


X \ X 

Vậy phương trình đã cho có nghiệm là X = 1 


Mời các bạn tự giải các bài tập sau: 
yỊlx 2 -1 lx 2 +25x-12 = X 2 + 6x -1 
13Vx—1 +9Vx + l = 16x 
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2 

y/l + x + y/ỉ — x + ~Ỵ = 2(v — 0) 



X + \l 2x — x 2 = 1 + 2 yfx 


2x 2 + yj 2jc —1 = X 3 + 2x 
X + X 2 + -y/2-x 4 + yj2—x 4 = 4 
3x(Vx-2 + y/4 — x) = X 2 + 9 


“Loss leaves us empty - but learn not to close your heart and mind in grief. Allow life to replenish you. 
When sorrow comes it seems impossible - but new joys wait to fill the void.” 

_Pam Brown_ 

Sự mất mát khiến chúng ta trong rông - nhimg hãy học cách không đê sự đau khô đóng lại trái tỉm và 
tâm hồn mình. Hãy đế cuộc đời đô đầy lại bạn. Dưới đáy u sầu, dường như điều đó là không thê - nhưng 
những niềm vui mới đang chờ đợi đê lấp đầy khoảng trong. 


Love begins with a smile, grows with a kiss, and ends with a teardrop. 

Tình yêu bắt đầu với nụ cười, lớn lên với nụ hôn, và kết thúc bằng giọt nước mắt. 

_Khuyết danh 


"Các bài giảng của giáo sư, cho dù có đây đủ, xúc tích đên đâu, có chứa chan tình yêu tri thức của bản 
thân giáo viên đến đâu, thì về thực chất, mà nói, đó chẳng qua cũng vẫn chỉ là chưong trình, là những 
lời chỉ dẫn tuần tự để điều chỉnh trật tự nhận thức của sinh viên. Người nào chỉ biết ngồi nghe giáo sư 
giảng chứ bản thân mình trong lòng không cảm thấy khát khao đọc sách, thì có thế nói tất cả những 
điều người ấy nghe giảng ở trường đại học cũng sẽ chỉ như một tòa nhà xây trên cát mà thôi." 

— I.A. Gontcharov— 
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V.Lòi Kết 
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Lần đầu tiên mình xin cảm ơn các bạn cũng như các thầy cô giáo đã đọc tài liệu này. Hy vọng nó sẽ 
là tài liệu hay về phương pháp sử dụng kĩ thuật đánh giá cũng như giúp mọi người có thêm cho mình 
một phương pháp mạnh khi giải phương trinh. 

Mặc dù đã dành rất nhiều thời gian cũng như sự trau truốt về chuyên đề. Tuy vậy,tài liệu có thể gặp 
những sai sót trong ví dụ,bài tập,lời giải.Mong mọi người thông cảm và góp ý vào gmail của nhóm. 

Chúc mọi người luôn mạnh khỏe và thành công. 

Thay mặt, 

ĐINH XUÂN HÙNG 

CHÚC MỌI NGƯỜI MỘT NĂM MỚI 2016 HẠNH PHÚC VUI VẺ,AN KHANG,THỊNH VƯỢNG 

Happy New Year-2016 

Cấm mọi hình thức sao lưu trong tài liệu khỉ chưa cỏ sự cho phép 

Một số tài liệu tham khảo: 

[1] .Chinh phục phương trình-Bất phương trình-Lovebook 

[2] .Sáng tạo phương trình,bất phương trình,hệ phương trình 

[3] .Tạp chí toán học và tuổi trẻ 

Một số trang web học tập hay 

[1] .Diễn đàn Toán học: http://diendantơanhơc.net/fơrưm/index 

[2] .Diễn đàn K2pi: http://k2pi.net.vn/ 

[3] .Diễn đàn BoxMath: http://bơxmath,vn/fơrưm/ 

[4] .Diễn đàn THPT: http://diendanthpt.16mb.com/index.php 

Và một công cụ rất tốt cho các bạn khi nhẩm nghiệm của một phương trình 
htt ps://www.wolframalpha.com/examples/Math.html 

Mình xin kết thúc chuyên đề tại đây.Mong nhận được nhiều sự ủng hộ của các bạn © 


TRY YOUR BEST AND YQU WILL SUCCEED 
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